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- Suma finita . Propiedades. Propiedad telescopica.
- Demostracion de algunas sumas finitas notables.
- Definicion de Serie de numeros reales.

. Convergencia de series.

- Aritmética de las series

- Series Notables.
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Paran € N, la suma finitade a,, a,, ..., a,, es denotada por:

ZGk =a1+a2+a3+”'+an
., k=1
También se denota ),;,_, a;

Ejemplos. "
nZ:;an =a, +a,+...+a;

9
Zanm =a, +a, +..+8,,
n=1

15
> na,=a +2a,+...+15a,
n=1
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Propiedades

1> (a th)=>a t > b,
k=1 k=1 k=1
Z.Zn:/lak =A n a,
k=1 k=1
3 Zn:(ak+1 -a, )=a,,, —a, (telescopia)
k=1
n n-+(m-1)
4. > a = a,
k=1 k=m
5 Zn: a=na, aeR.
k=1

4
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' Sumas finitas .

Propiedades. n
15k n(n2+1)

k=

S5 e

2. » 2k=n(n+1)

k=1
3.3 (2k-1)=n’
k=1
4 - @ n(n+1)(2n+1)
P 6
2N k3:(n(n+1)j2
) 2
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Algunas sumas finitas.

Para todo n € N, se tiene que
- Paratodox € R\ {0,1},

L K ) - 1_Xn+1
LY X =1+ x+ X +..4X" =

k=1 1-X

C _{_1\n+ln+l
2 3 (DX =1 x4 X () = DX

. 1+ x

L X_Xn+1 an+l
3.) kx =x+ 2% +3x° +...+nx" = 7~

t (1-x)" 1-x

6
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Algunas sumas finitas.

Propiedad.
n(n+1)

n
Paratodo n € N, se tiene que 2 K="
Tenemos que (k + 1)? = k? + 2k + 1. Asi,

(k+1)?—k?=2k+1,VkeN

k=1t +1)? —k?] = X_q[2k + 1]=2F} 1k + X1 1 =238k +n

Por lo tanto:

7
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Algunas sumas finitas.

Propiedad.

Para todo n € N, se tiene que ¥7_, k? = n("+1)6(2n+1).

- Tenemos que (k + 1)3 = k3 + 3k? + 3k + 1. Asi,
glk+1)3—k3 =3k2-l7—13k+1,VkEN

Z[(k+ N L Z[3k2 + 3k + 1]

k=1

w
Il
=

Por lo tanto:

vn € N

8
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Algunas sumas finitas.

Propiedad 3. Paratodo n € N, se tiene que
=21 Asi,
k(k+1) (k+1)

Zk(k+1) ZI__ (k+1)]
[1_§]+[§_§]+”+[n n+1] 2k(k+1)
Z;k(k+1)

L Je(k + 1) T
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Demostracion : Tenemos que

Por lo tanto:




n

2k + 3

Ejemplo. Dadon € N, calcule 2 kG + D+ DET3)

Tenemos que 2kH3 = 1[ L -
9 k(k+1)(k+2)(k+3) 2 |k(k+1) (k+2)(k+3)|
1
Sea q; = k(k+1),Vk € N.

G = : 2k + 3 o AL e |
n—;k(k+1)(k+2)(k+3)‘E;[k(kﬂ) \ (k+2)(k+3)]

_12”:1 1 i 7a)
24|k k+1 k42 k43

Por lo tanto,

1
— ,Vn €N
n+1 n+3} i 10
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Ejercicio 261

20
L] L] —_ 2
Determine el valor de: E= 2 )T

11
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n 3
. o . _ 50 Z' 4n +2
Ejercicio. Determine la suma de cifras de = ( 3 )
n=1 ij

nz(n+1)2
4 (4n+2)_gin(n+1)(4n+2):3§n
n(n+1)(2n+1) | n+1 275 2n+1  n+1 ~
6

12
UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios CICLO: PREUNIVERSITARIO 2021-2




2 JThk+1-Tk -
1 J49k? _35k—6

Ejercicio  Calcule S= Z

Solucion.

Z\/7k+1 J7k-6 ZJ?k+1 J7k-6 i( 1 1 J ; 1

: Ja9Kk* 35k 6 = NTh-1JTh—6 S\Th—6 Tk+1) ¢ JTk—6
=§(ak—ak 1):31—6133=1— ; =14 (SumaTelescopica)
= i 15 15
Ejercicio 266.
Determine el valor de S(n)= 21216n

13
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Series de niumeros reales.

Una serie de numeros reales es una sucesion de sumas
parciales. Dada una sucesion (a )y, €Sta genera una
sucesidon de sumas parciales (s,,),,en, definida por

51 = g

S, = aq + a,

Som= (7 + a- - aj

n
Sn:2ak:a1+a2+a3+‘“+an,vnEN.
k=1

Cuando esta sucesion de sumas parciales (s,,),,en CONvVeErge a
L € R, decimos que la serie converge, y es+cribimos:
n 00)

L= lim s, = lim Eak=gak
n—-+oo n—+oo

N o ) o o et UNWVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centre de FstudjQs Pyeuniversitarios
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29/30

Notacién:
Denotaremos a la serie (s,,),,en PO:
+ o0
z Ay , z Ay
k=1 k=1

: _ . : . ]
Eiemplo: Determine el valor de convergencia de la serie 2.

k 2 3 n 2 n-1
_a (0 (1), (1)L (1 ) vl G ot AR 1 1
o=l ~(5)(5) +{5) +-(5) -(5) (s ){5) (5
\ 1+r+r2+....+r’7—1=11_7"'7 /

(e EINE) R P Y CREI IR E) :
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2/3

Eiemplo.
Determine si la serie Z( 3 converge o diverge.

Solucion

Tenemos que la sucesion de sumas parciales es dada por
n

= Y (-3)F = (=3)z 3+ (=) + 3+ -+ (=3)"
k=1

—3, sin es impar
Sp = :
L 0, sin es par

Asi, (s,,)nen POSee dos subsucesiones que convergen a dos
numeros reales diferentes. Por lo tanto, la serie (s,,) ey diverge.

16
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Ejemplo.
Determine si la serie Y& 4% converge o diverge.

S, = i 4k =4+42 143+, . +4n =4(1+4+42+...+4"—1j

= lim_ 4(4" 1)

A1 47 -1
Ilm S, = 4[ 3

N—>+00 4-1

Porlotanto la serie diverge.

17
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Ejemplo.

Determine la suma de la serie

- 1
;(k+3)(k+4)

Resolucién

Considerando las sumas parciales, y la propiedad telescopica para
sumas finitas, tenemos que

_i 1 _z 1 e E
S”_k_l(k+3)(k+4)_ k+3 k+4) 4 n+a

k=1

Por lo tanto,

o P\l
nl—I}oloSn_nl—l;go 4 n+4 _4

1

- 1
;(k+3)(k+4)=1 2
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pre

o EJemplo Determine la suma de la siguiente serie

Z (— 1)k2+1

Solucion.

Considerando las sumas parciales, tenemos que
_1\k e 1— __1)n
o3 () et AR | SRR &
n T T Lk=1 (11) T el e ¢ 11} T11) 1-(3) Y EN
Por lo tanto,
: T 1B R Al 1\" 1
mm s, = 11 —— - | —— = |l1m — 1 . —_ —
noow v noowo 11 11 n—oo 12 6 12
T 00 (-1)k 1
.11m5n=— s R VIF

n—oo 11 12

19
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29/0

Serie geoméfrica

La convergencia de la serie Y x“=1+x+x*+.. se da cuando
k=0

do x| < 1

Resolucion.
Considerando las sumas parciales para x + 0,1, tenemos gue

n " 5 1_Xn+1
Sp= Y X =1+ X+X 4. +X"= e ) AN

k=0

Por lo tanto, si x € (—1; 1), entonces

. N 46 ) L
n—1>r-|¥loosn_n—1>r-l¥loo 1—x b= x
x| <1

En caso x € (—1; 1), la serie diverge.
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29/30

Consecuencias de la serie geomélrica.

Paratodo x € (—1; 1),

x% + x
AT
ka (1—x)3

22
UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios CICLO: PREUNIVERSITARIO 2021-2




Ejercicio 267

Halle la suma de la serie Z n,+g'_\m
n=1 n-+n
Ejercicio 268
Halle | ia de la seri i %
alle la convergencia de la serie ~ 2kZ . 2k + 4

23
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Aritmélica de las series

Teorema. Dadas las series convergentes

+ 00 + 00
k=1 k=1

las cuales convergen a lJ,ry M, respectivamente. Tenemos que
00

D (atb)=LiM
k=1

+00
z/lak — ALV ER
k=1

24
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29/30

Ejem_klo, Determine el valor de convergencia de la serie

= 7k+1 + 8k
Z 9k+2
k=1

Resolucion. tcnemos que

U 8
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Algunas Series Notables.

= Serie exponencial Para todo x € R, Si x=1
- 1 1 1
o X x* S e — U]
‘Zk'——+ el ,Z:‘,k! 2! 3!

* Serie armoénica. Es Ia siguiente serie

2 1+ +1+1+
k 3 4

La cual diverge a + o0
* Serie de potencia (Serie p).

+ 00

1 1 1 converge, sip>1
z _— = 1 _I_ _I_ _I_ coe = ¢ B

kP 2P 3P diverge a + oo, sip < 1.
k=1
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1.1 1 31, "N
ot =+ >—F+—+—+—+—+—+—+...
7 8 2 4 488 8 8

1

+—(1+1+...) divergea +x

27
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Ejemplo.

Determine el valor de convergencia de la siguiente serie:

> 1
_\k+1
ka )+

Resolucion.

Tenemos que

- 1 - 1 — (=5)k
N 5= (-5) Y (5 = (5[ Y -1
k=1 k=1

k=0
Como sabemos que la serie exponencial concluimos que

Z( 5)k+1—— (=55 (e 5 2 1) ey

29/30 28
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Ejemplo.Determine el valor de convergencia de la siguiente 22130
serie:
i k2 + 8k + 10
.. (k + 4)!
Resolucion. k=1
Tenemos que
ik2+8k+10_§:(k+4)2—6_ o k+4 65: 1
i (k+4)! o (k+d)! k3 Lk + )
Notemos que
ik+4 °°k+3+§:1 i1+§:1 S o ® e 31/
— e —e —— e——=De —
| | | I '
Lik+3) T Lk+3)! T Llke+3) T Lte+2)! " Li(k+3) 2 3

Ademas,

=1
Z(k+4)' o\ o )
k=1 '

o Kk?+8k+10
Por lo tanto. k=1 (k+4)!

= (2¢ —31/6) — 6 (e — =) =-4e +133/12
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